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几种常见行列式类型及其计算方法的研究
文/李婵 杜晓玉

摘要：行列式作为线性代数课程中的一个重要概念，在之后矩阵的学习和方程组的求解中起着重要的作

用。而行列式相关内容中最重要的部分莫过于行列式的计算。本文介绍了六种常见的行列式类型及其计算方

法，针对不同的类型，选取相应的计算方法，可有效地帮助学生提高计算效率。

关键词：行列式计算；行列式类型；计算方法

一、行列式概述
线性代数是理工科各专业的一门公共基础课。以

线性方程组的解为起源的行列式是线性代数的基本概

念。行列式不仅是求解方程组的重要工具，在文献管理

学、天文学、力学及密码学中也有重要应用。如在文献

管理中，要进行目标搜索往往包含几百万个文件和成千

的关键词，此时可以利用矩阵和行列式的稀疏性，节省

计算机的存储空间和搜索时间。在天文学上，德国天文

学家开普勒提出：每一行星沿各自的椭圆轨道环绕太

阳，而太阳则处在椭圆的一个焦点上；该定律被称为开

普勒第一定律。由此可知，任意行星的运行轨道一定是

一个二次曲线，而该二次曲线中各变量的系数最后通过

使用克莱姆法则求解线性方程组获得，而克莱姆法则中

涉及的基本运算均为行列式计算。在电子工程和控制论

中，学生经常使用拉普拉斯变换进行分析，将一个线

性微分方程转变为一个线性方程组，然后利用克莱姆

法则求解，这里同样涉及行列式的计算。因此，行列

式理论及其计算无论是在专业中还是生活中都是十分

重要的。一般低阶行列式（二阶和三阶）的计算，可

以利用定义或对角线法则。部分较高阶的行列式可以

按行或按列展开来进行降阶计算。但大多数高阶行列

式是要根据行列式特点，利用行列式的性质来进行计

算的。本文将归纳总结几种常见的高阶行列式类型，

并给出对应的计算方法，以帮助学生提高行列式的计

算效率[1]。

二、几种常见行列式类型及计算方法

第一，若一个阶行列式除了第一行，第一列和

对角线元素外，其余元素均为零，这样的行列式称为
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爪型行列式。将所有的非零元素用线连起来，形似小

鸟的爪子      ，因此而得名。除此之外，常见的爪型行

列式还有以下几种：                  ，（连线外其他元素均为

0）。接下来将以第一种情形为例，给出爪型行列式的

计算方法。

                                        
，其中                      。

可以看到上述行列式中除了第一行，第一列和主

对角线外，其余元素均为零，是一个爪型行列式。对

于这样的行列式，做法是利用对角线上的元素，将第

一列或者第一行上的元素化为0，构造三角形行列式，

再进行计算。

对于上式，从第二列开始，将每一列的

倍加到第一列，可得：

这样就得到一个上三角行列式，主对角线上元素的乘

积即为行列式的值，所以                                    。

其他类型的爪型行列式也是利用对角线上的元

素，消除部分元素来构造三角形行列式。这里需要注

意的是，不同类型的爪型行列式，或者在转化过程中

消除的行、列不同，得到的三角形行列式会有所差

别。可能是以主对角线为分割的上三角形行列式和下

三角形行列式，也可能是以次对角线为分割的斜上三

角形行列式和斜下三角形行列式。不管是哪种情况，

只需按照三角形行列式的计算方法进行计算即可[2]。

不难发现，爪型行列式的计算难度并不大，但在

接下来的研究中可以发现，有多个类型的高阶行列式

在进行一系列的变形之后都会转化成爪型行列式，之

后再计算，因此，熟练掌握爪型行列式的计算是十分

重要的。

第二，若一个    阶行列式每行或者每列元素的和

都相等，这样的行列式称为行和或者列和相等的行列

式，采用连加法来进行计算。例如：

观察此行列式，可以看到该行列式每行或者每列元素

之和均相等，这即是一个行和相等的行列式，又是一

个列和相等的行列式。在这里，把它看作是行和相等

的行列式来进行计算。从第二列开始，将所有元素都

加到第一列，此时：
                                            

，把第一

列的公因子提取出来，可得：

 

这里可以把例题中的行列式看作是行和相等的行

列式，也可以看作是列和相等的行列式。如果看作是列

和相等的，从第二行开始将所有的行加到第一行，再提

取公因子，也能够计算出结果。在具体的解题过程中，

根据题干所给行列式的特征选择不同的加和方式即可。

第三，若一个   阶行列式以对角线为分割，上方元

素均为a，下方元素均为b，这样的行列式称为两三角

型行列式。这里由a和b之间的关系可分为a=b和a≠b两种

情况。接下来针对这两种情况给出具体的计算方法。

（1）a=b，此时行列式可以写作：

                                    ，将第一行的-1倍加到其余

各行上，此时：

                                                                ，可以看到行

列式被转化为爪型，由爪型行列式的计算方法易得：

（2）当a≠b时：

                                                 ，此时采用拆项法来进行

降阶：
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对于                           ，将最后一列的-1倍分别加到

其他各列，有：

按最后一行展开有：

所以：

又由行列式转置值不变性可得：

联立方程组可得：

第四，对于除对角线外，其余行或列元素相同或

存在公因子的行列式，可以考虑采用升阶法来进行计

算。例如：

                                                           ，该行列式除主

对角线元素以外每列元素均相同，可以通过加边升阶

法来进行计算。这里的升阶主要是用到了行列式按行

按列展开的相关性质和内容：

将第一行的-1倍加到其余各行可得：
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此时行列式转化成爪型，利用爪型行列式的计算

方法可得                        。

再来看一个除对角线以为，每一列元素具有相同

公因子的例子：

同样采用加边升阶法：

将第一行的         倍加到第  行，其中                     ：

                                         ，此时又转化为了爪型行

列式，易得                    。

第五，若一个行列式相邻两行或列相差   倍，这

个时候采用逐步做     倍差的方法，即可出现大量的0元

素，方便计算。具体做法如下：

首先来看一个特殊例子：

                                                         
，可以看到这个

行列式相邻两行之间相差1。从第一行开始，依次将后

一行的-1倍加到前一行，此时行列式转化为：

                                                ，接下来再将第一列加

到其余各列，此时：

                                                        ，原行列式转化成

了一个下三角行列式，易得：                            。

更一般的，来看一个相邻两行相差   倍的例子：

                                          ，此时           ，即相邻两

行相差   倍。从第一行开始，依次将后一行的-  倍加到

前一行，可得：

                                                 ，这里仍然将原行列

式转化成了一个下三角形行列式，易得：                    。

第六，三对角型行列式是一种具有递推结构的行

列式，将一个行列式按行或者按列展开，可以把这个

行列式变换为与其具有相同结构的低阶行列式的线性组

合，这样的行列式称为三对角型行列式。例如：

                            
，其中          。将该行列式按第一

列展开有：                                ，可以看到原行列式被表

示为比它低阶的行列式的线性组合，且这两个低阶行

列式与原行列式结构相同，因此这是一个三对角型行

列式。其中          ，                 。接下来将      式变形为
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                                                的形式。可以利用特征

方程法来确定   和   的值，从而明确上述的递推关系。

之后再结合已知的D 1和D 2的值求出D n。

在     式       和式中待定系数易得：                ，

   ，为了解出   和   ，做特征方程：                          ，其

中   和   是二次方程的两个根。

记                    ，下面对    进行分情况讨论（这里只

讨论           的情况）。

（1）当          时：

   和   为特征方程的两个不等实根，由于           ，

因此   ，  均不为0，由     式有：

和                                           ，可得                  是以   为公

比的等比数列，由等比数列的性质有

          。同样的，容易得到                                          。将上

述两式联立方程组解出：                                                  。

（2）当          时：

特征方程具有两个相等实根：                ，此时

                           ，同样由等比数列的性质可得：

               ，递推可得：                                             。

三对角行列式在计算的过程中难度不是很大，但

是过程较为烦琐。上边的结果不建议学生记忆，在具体

的题目中自行推导即可。当然一些该类型行列式也可以

不借助特征方程，直接找出递推公式来进行求解，具体

问题具体分析[3-4]。

三、结语

行列式的计算是线性代数中的一个重要知识点，

其求解方式是多种多样的。本文主要介绍了六种较为常

见且典型的高阶行列式及其对应的计算方法。在实际的

计算中，选取合适的方法可以起到事半功倍的效果。但

具体情况还要根据题目来进行分析，要充分挖掘行列式

的特点，选择相应的方法，才能快速高效地求解。
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